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利用相场法模拟了过冷纯金属熔体中的枝晶生长过程，研究了各向导性、界面动力学、热扩散和界面能对枝晶

生长的影响 &结果表明，热噪声可以促发侧向分支的形成，但不影响枝晶尖端的稳态行为；随着各向异性的增加，枝
晶尖端生长速度增加，尖端半径减小；当界面动力学系数减小及在界面动力学系数小于 "的条件下热扩散系数减
小时，枝晶尖端生长速度随之减小，而尖端半径相应增大；界面能趋于增大枝晶尺度并保持界面在扰动下的稳定，

界面能越大，形成侧向分支的趋势越小 &
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" 引 言

迄今为止，对于深过冷熔体中的枝晶生长行为

的研究尚有许多问题急待解决，而纯数学解析和物

理实验已无力解决这些问题［"］&近年来，随着计算机
技术和计算材料科学的迅速发展，使人们可以借助

数值模拟方法真实再现枝晶生长过程，从而完成过

冷熔体中枝晶生长行为的研究［$］&基于尖锐界面模
型的传统枝晶生长模拟必须准确跟踪复杂固7液界
面，计算难度较大 &近年来在国际上兴起的相场法通
过建立相场模型，避免了跟踪复杂界面的困难而成

为模拟枝晶生长的一种有效方法 &然而，国内尚未见
有关相场法模拟枝晶生长过程的报道 &作为相场法
数值模拟研究工作的起点，本文利用相场法模拟了

过冷纯金属熔体中的枝晶生长过程，并研究了界面

微观效应和热扩散对枝晶生长的影响 &

$ 纯金属的相场模型

相场法通过引入相场变量!，将界面抽象为从

!8 "到 9 "光滑渐变、具有一定厚度的空间扩散区
域（! 8 "表示固相；! 8 9 "表示液相）&这样，利用

!变量可以准确建立描述界面微观效应的相场方
程，并与热扩散方程耦合就构造了纯金属熔体中枝

晶生长的相场模型，其一般通式表示如下：
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式中 & 为时间；D 为体系的自由能；$为表示相场与
温度场耦合强度的常量；!6，!- 为变量!对坐标 6 和

- 的求导；= 为无量纲温度；! 为热扩散系数；,（!）
为考虑枝晶生长时界面释放潜热而构造的函数 &
通过定义 C（#）8 C# $.（#）及"（#）8"# $.（#）$

引入界面各向异性 & C# 为界面厚度；"# 为表征固液

界面原子运动时间的变量；$.（#）为各向异性因子，
其表达式为
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式中!为枝晶主轴方向与界面法向之间的夹角，!

!

!

#
*

!

#*；!( 为枝晶主轴与界面切向的夹角，文中取

!( ! +,-；"为各向异性指数；# 为各向异性的模数，
文中取 # ! +.
（"）与（/）式构成了纯金属熔体的相场模型 .为了
求解该模型，需要确定相场参数 $（!），$（!）和%.
相场法数值模拟中，当界面厚度 $( 趋于无穷小

时，相场模型将归结为尖锐界面模型，称之为渐进分

析 .利用 01231与 415567［)］提出的薄界面渐进分析，
将相场参量与尖锐界面模型中的参量联系起来，即
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式中 %（!）和&（!）分别为考虑了各向异性的毛细长
度和界面动力学系数 .（+）—（,）式等号左边为材料
参量，右边为相场参量 .这样，对于一定的材料，界面
厚度 $( 确定后，可根据（+）—（,）式来确定相场参

量 $（!）、$（!）和%.

) 相场模型的数值求解

!"# 初始条件和边界条件

假设初始晶核半径为 (，则

)/ # */ ! (/ 时，# ! "，+ ! (； （8）

)/ # */ 9 (/ 时，# ! ’ "，+ ! ’’， （:）
式中 )，* 分别为横、纵坐标；’为无量纲过冷度，+
为无量纲温度 .为了减少计算量，将初始晶核置于计
算区域的一角，取其 ";+开始计算 .
在计算区域的边界上，#和 + 采用 <6=31>> 边

界条件 .

!"$ 数值求解方法

利用有限差分法求解（"）和（/）式 .（"）式采用
?=762算法，（/）式采用 @AB 算法 .为了提高计算效
率，采用双重均匀剖分网格，即温度场和相场采用不

同的空间步长 .在利用（"）式求解相场时，只对界面
附近相场梯度变化较大的节点进行迭代 .初始网格
节点数为 /(( C /((，随着计算的进行，枝晶长大，网
格节点数逐渐增加 .

!"! 参量的取值

#" 界面厚度的取值 相场法中，界面厚度 $(

的取值不仅影响计算效率，而且影响模拟结果的可

靠性 .为了获得可靠的模拟结果，$( 的取值应足够

小 .本文通过逐渐减少 $( 直到获得光滑的枝晶形

貌（在没有扰动的情况下）及收敛的枝晶尖端生长速

度与尖端半径的方法来确定合理的 $( 值 .

$" 空间步长和时间步长的取值 为了获得可
靠和稳定的计算结果，空间步长!, 和时间步长!-

应分别满足!,!$( 和!-!
$(!,/

,$/
(

.

+ 结果与讨论

图 " 计算获得的光滑枝晶及其温度场（’ ! (. 8,，"! (. (,，’

! +，%( ! (.")D，&( ! (，$( ! :."D%(）（1）为相场；（E）为温度场

%"# 过冷熔体中枝晶生长的二维形貌及其温度场

图 "为计算获得的 ";+枝晶形貌，即沿 +,-方向
的一个一次枝晶臂 .图 "（1）为相场，其中黑色为固
相，白色为液相 .在无扰动条件下，枝晶臂非常光滑，
没有侧向分支 .图 "（E）为温度场 .由图 "可见，固相
的温度较高，经过固液之间的热扩散层温度降低到

液相的初始温度 .枝晶尖端温度梯度最大，根部则最
小 .图 /为同时获得的该枝晶的无量纲尖端生长速
度 . FG5和尖端半径 / FG5 .由图 /可见，随着时间的推
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移，! !"#和 " !"#逐渐收敛，枝晶尖端进入稳态 $收敛后
的 ! !"#与在相同条件下的微观可解性（%&’）结果［(］

接近，从而验证了本文的计算结果 $

图 ) 无量纲枝晶尖端生长速度 ! !"#和尖端半径 " !"#随时间

# 推移而收敛

图 ( 引入热噪声后获得的枝晶形貌和温度场（! * +$ ,-，"
* +$+-，$ * .，%+ * + $ /(0，#+ * +，&+ * 1 $ /0 %+）（2）为相

场；（3）为温度场

在相场法模拟枝晶生长时，数值误差将在界面

前沿形成扰动 $在合理选取参量取值的情况下，扰动
不会随时间增强，因此图 /获得的枝晶是光滑的 $图
(为温度场中加入热噪声后获得的枝晶形貌及其相
应的温度场 $热噪声在界面前沿形成持续扰动，引发
了侧向分支 $由图 (（2）可见，枝晶具有发达的侧向
分支 $在枝晶根部，二次分支的生长受到计算区域边
界的阻碍，在其端部形成三次分支 $此外，在二次枝

晶间距较大的区域，也出现三次分支 $三次分支的生
长阻碍了附近二次分支的生长，从而调节二次枝晶

间距 $从图 (（3）可见，热噪声的引入使最高温度大
于图 /（3）的最高温度，最低温度低于初始过冷温
度，但这并未改变枝晶中的温度分布规律，即固相具

有最高的温度，热量从固相向液相扩散，在一次枝晶

臂及二次分支的尖端具有最大的温度梯度，在二次

分支的根部温度梯度最小 $通过比较加入热噪声和
未加热噪声两种条件下迭代相同时间后获得的枝晶

生长形貌发现，尽管引入热噪声后，枝晶在距尖端

(—.个扰动波长以后出现侧向分支，但两种情况下
获得的枝晶尖端相场重叠，即它们的 ! !"#和 " !"#相

同，这说明热噪声的引入引发了侧向分支，但不改变

枝晶尖端稳定行为 $

!"# 界面特性及热物性参数对枝晶生长的影响

/4 各向异性系数对枝晶生长的影响 图 . 研
究了各向异性系数"对枝晶尖端稳态行为的影响 $
图 .（2）表明，随着"的增大，尖端生长速度 ! !"#呈线

性增大，尖端半径 " !"#则以抛物线方式减小 $图 .（3）
与（5）为计算所得不同"值下的 67587!数和界面稳
定性系数$!与 9:2;!<=:理论和临界稳定性（%&）理
论计算结果［.］的比较 $结果表明，利用相场法获得
67587!数随着"的增大而减小，$!随着"的增大而
增大 $并且随着"的减小，67587! 数和$!逐渐逼近
9:2;!<=:理论和临界稳定性（%&）理论的计算结果，当

"* +$++1时，三者数值一致 $上述结果表明，"影响
枝晶尖端稳态行为，9:2;!<=:理论和临界稳定性理论
因忽略"对枝晶尖端作用的影响而只适用于"较低
的情况 $微观可解性（%&’）理论指出枝晶尖端稳态
行为与"相关［-］，因此图 .所示的结果与微观可解
性理论一致 $

) 4 界面动力学系数对枝晶尖端生长速度和半
径的影响 随着初始过冷度的增大和枝晶生长速度

的提高，在界面前沿形成的动力学过冷度增大，从而

影响枝晶生长 $图 -分析了深过冷熔体中，界面动力
学系数#+ 对枝晶尖端生长速度 ! !"#和尖端半径 " !"#

的影响 $由图 - 可知，随着#+ 的增大，! !"#减小，" !"#

增大 $
( 4 热扩散系数的影响 图 , 比较了热扩散系

数 $ 取不同值时获得的枝晶尖端生长速度 ! !"#和尖

端半径 " !"#与时间的关系 $图 ,表明，$ 越大，! !"#越

小、" !"#越大 $文献［,］指出，当#+ 大于 /时，$ 越大，
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图 ! 各向异性系数!对枝晶尖端稳态行为的影响（" " #$%%，!

" !，"# " # $&’(，## " #，## " ) $&( "#）（*）为!对枝晶尖端生长

速度 $ +,-和尖端半径 % +,-的影响；（.）为!对 /0120+数的影响；（1）

为!对$!的影响

$ +,-越大；当## 小于 &时，则反之 $由于本文## 小于

&，故计算结果与文献［3］一致 $
! 4 界面能对枝晶形貌的影响 图 ) 给出了毛

细长度 "# 取不同值时计算获得的枝晶形貌 $根据界

面能公式$"
"# &5

’()*
（& 为潜热，’( 为熔点，)* 为等压

图 % 界面动力学系数## 对枝晶尖端生长速度 $+,-和半径 %+,-

的影响（"" #$6#，! " !，"# " #$5’6，!" #$#%，## " &—’"#）

图 3 热扩散系数 ! 对枝晶尖端生长速度 $ +,-和尖端半径

% +,-的影响（" " #$ 6#，!" #$ #%，"# " & $ &%!，## " # $ 3，## "

) $&( "#） 曲线 +为 ! " #；曲线 ,为 ! " &

热容）可得，当其他材料参量给定时，$取决于 "#

值 $图 ) 中，, 枝晶的 "# 大于 + 枝晶的值，所以

图 ) 不同毛细长度 "# 下的枝晶形貌（（" " #$%%，! " !，!"

#$#%，## " #，## " ) $&( "#） 曲线 + 为 "# " # $ &’(；曲线 , 为

"# " & $#(
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! 枝晶的!较 " 枝晶大，其相应的计算结果是 ! 枝
晶的外形尺度大于 " 枝晶 !此外，在同等强度的热噪
声下，" 枝晶界面失稳，形成侧向分支，而 ! 枝晶界
面光滑，未形成侧向分支 !这表明!趋于增大枝晶
尺度并在扰动下保持界面的稳定 !!越大，枝晶尺度
越大，形成分支的趋势越小，这与 "#$$%&’ 和
()*)+*,［-］提出的表面张力稳定化效应一致 !
纵观以上计算结果，可以看出本文的主要结果

与 ./,&0’1/理论、临界稳定性理论和微观可解性理论
等经典枝晶生长理论相一致 !本文以纯物质为例，未
考虑溶质、流场及应力场，对枝晶生长的相场研究方

法进行了初步的探索 !实际上为表述枝晶生长的真
实物理过程，还应考虑凝固过程中诸多复杂因素，其

相场模型仍需进一步完善 !

2 结 论

34 引入热噪声可以获得形貌逼真的具有高次
分支的枝晶 !热噪声引发侧向分支，但不改变枝晶尖
端稳态行为 !

5 4 随着各向异性的增强，枝晶尖端生长速度
# 0%6增加，尖端半径 $ 0%6减小 !

7 4 随着界面动力学系数"8 和热扩散系数 %
（当"8 9 3时）减小时，# 0%6减小，$ 0%6增大 !

: 4 界面能!趋于增大枝晶尺度并保持界面在
扰动下的稳定，!越大，形成侧向分支的趋势越小 !
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#$（3BBC），5-2（%& ;I%&)’)）［刘佳璐、张英青、罗惠文等，物理

学报，#$（3BBC），5-2］!
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